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LICZBY RZECZYWISTE
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. Aksjomat Archimedesa

Definicja liczby rzeczywistej
Relacja uporzadkowania liczb rzeczyw1stych
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Okreélenie sumy liczb rzeczywistych
Wtasnosci sumy

Definicja iloczynu liczb rzeczyw1stych
Wtasno$ci mnozenia
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Warto$ci bezwzgledne.
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Rozdziat 1

TEORIA GRANIC

§ 1. Ciag i jego granica

22.
23.
24.
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26.
27.

Wielko§¢ zmienna, ciag

Granica ciagu

Ciagi zbiezne do zera

Przyktady

Pewne twierdzenia o ciagu majacym granicg
Granice nieskonczone

§ 2. Twierdzenia o granicach ulatwiajace znajdowanie granic

28.
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32.
33.

PrzejScie do granicy w réwnosci i w nieréwnosci
Lematy o ciagach zbieznych do zera

Dziatania arytmetyczne na ciagach

Wyrazenia nieoznaczone

Przyktady znajdowania granic

Twierdzenie Stolza i jego zastosowania

§ 3. Ciag monofoniczny

34.
35.
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37.

38.

Granica ciagu monofonicznego
Przyktady.
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Przyblizone obliczenie liczby e
Lemat o przedziatach zstgpujacych

§ 4. Kryterium zbiezno$ci. Punkty skupienia

39.
40.

41.

42.

Zasada zbieznojci

Podciagi i punkty skupienia
Lemat Bolzano-Weierstrassa
Granice gérna i dolna

Rozdziat 11

FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNEJ

Pojgcie funkcji

43.
44.
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Zmienna i obszar jej zmienno$ci

Zalezno$¢ funkcyjna migdzy zmiennymi. Przyktady
Definicja pojgcia funkcji

Analityczny sposéb okreslenia funkcji

Wykres funkcji

Wazniejsze klasy funkcji
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49. Pojecie funkcji odwrotnej. R S o o o .9
50. Funkcje cyklotnetryczne (kotowe) . o . . . . . . .91
51. Superpozycja funkcji. Uwagi koncowe 95

§ 2. Granica funkcji

52. Definicja granicy funkcji . . . . o . . . . 96
53. Sprowadzenie do przypadku ciagu . . . . . . . 97
54. Przyktady. . . . . . o . . . . 99
55. Rozszerzenie teorii granic. . I A 106
56. Przyktady. . . . . . o o e
57. Granica funkcji monofonicznej o o o o .. m
58. Ogdlne kryterium Bolzano-Cauchy'ego. . o . o . o . e
59. Granice gérna i dolna funkcji . . . L L S e

§ 3. Klasyfikacja wielko$ci nieskonczenie matych i nieskoniczenie duzych

60. Porownywanie nieskonczenie matych . ) ) ) . ) ) - 114
61. Skala nieskorniczenie matych . ) ) . ) ) ) ) ) ) - 115
62. Nieskonczenie mate réwnowazne . . . . . . . . H"
63. Wydzielenie czeéci gtéwnejy . . . . . . . . . . . . . . . . HS8
64. Zadania o e
65. Klasyfikacja nieskonczenie duzych o 121

§ 4. Ciagtoé¢ (i punkty nieciagltosci) funkcji

66. Okre$lenie ciagto$ci funkcji w punkcie 22
67. Dziatania arytmetyczne na funkcjach ciagtych ) ) . . . 124
68. Przyktady funkcji ciagtych . . . . . . . 124
69. Ciagto$¢ jednostronna. Klasyfikacja nieciagtosci o o o o 126
70. Przyktady funkcji nieciagtych . o o o o o o 127
71. Ciagto$¢ i nieciagtosci funkcji monofonicznej . S . o . . 129
72. Ciagtos$¢ funkcji elementarnych . o o o o 130
73. Superpozycja funkcji ciagtych = = . o o o o 131
74. Rozwiazanie pewnego réwnania funkcyjnego o ) ) o ) o132
75. Charakterystyka funkcyjna funkcji wyktadniczej, logarytmicznej i potegowej . . . 133
76. Charakterystyka funkcyjna kosinusa trygonometrycznego i hiperbolicznego R 135
77. Wykorzystanie ciagto$ci funkcji dla obliczania granic S 137
78. Wyrazenia oznaczone i nieoznaczone w postaci potegi o o o - 140
79. Przyktady. 141
§ 5. Wtasnodci funkcji ciagtych
80. Twierdzenie o zerowaniu si¢ funkcji . . . . . . . S 142
81. Zastosowanie do rozwiazywania réwnan o o o o .. 144
82. Twierdzenie o wartos$ci $redniej 45
83. Istnienie funkcji odwrotnej o o o o o ) I o
84. Twierdzenie o ograniczono$ci funkcji L L L .. 148
85. Najwieksza i najmniejsza warto$¢ funkcji = S o149
86. Pojecie ciagto$ci jednostajnej . . o o o o - 151
87. Twierdzenie Cantora 152
88. Lemat Borela 153

89. Nowe dowody podstawowych twierdzen . . 15
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Rozdziat 111

POCHODNE I ROZNICZKI

§ 1. Pochodna i jej obliczanie

90. Zadanie obliczenia predkos$ci poruszajacego si¢ punktu 158
91. Zadanie znalezienia stycznej do krzywej 159
92. Definicja pochodnej 161
93. Przyktady obliczania pochodnych 164
94. Pochodna funkcji odwrotnej 167
95. Zestawienie wzordéw na pochodne 169
96. Wz6r na przyrost funkcji 170
97. Najprostsze reguty obliczania pochodnych 171
98. Pochodna funkcji ztozonej 173
99. Przyktady 174
100. Pochodne jednostronne 180
101. Pochodne nieskonczone 181
102. Dalsze przyktady przypadkdéw specjalnych 181

§ 2. Rézniczka

103. Definicja rézniczki 182
104. Zwiazek migdzy rdézniczkowalno$cia a istnieniem pochodnej 184
105. Podstawowe wzory i reguty rézniczkowania 185
106. Niezmienniczo$¢ wzoru na rdézniczke 187
107. Roézniczki jako zrédto wzoréw przyblizonych 189
108. Zastosowanie rézniczek do szacowania btgdéw 191

§ 3. Podstawowe twierdzenie rachunku rézniczkowego

109. Twierdzenie Fermata 193
110. Twierdzenie Darboux 194
111. Twierdzenie Rolle'a 195
112. Wzér Lagrange"a 196
113. Granica pochodnej 198
114. Wzér Cauchy'ego 199

§ 4. Pochodne i rézniczki wyzszych rzedow

115. Definicja pochodnych wyzszych rzgedow, 200
116. Wzory ogdlne na pochodne dowolnego rzedu 202
117. Wzér Leibniza 205
118. Przyktady. 206
119. Rézniczki wyzszych rzedéw. 209
120. Niezachowywanie niezmienniczo$ci wzoru na roézniczke wyzszych rzedow . . . . 210
121. Rézniczkowanie parametryczne 210
122. Réznice skornczone 212

§ 5. Wzér Taylora

123. Wzér Taylora dla wielomianéw. 214
124. Rozwinigcie dowolnej funkcji; Reszta w postaci Peana 215
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125. Przyktady
126. Inne postacie reszty
127. Wzory przyblizone.

§ 6. Interpolacja

128. Najprostsze zagadnienie interpolacji. Wzo6r Lagrange'a
129. Reszta we wzorze interpolacyjnym Lagrange'a
130. Interpolacja z krotnymi weztami. Wzér Hermite'a

Rozdziat IV

BADANIE FUNKCJI ZA POMOCA POCHODNYCH

§ 1. Badanie przebiegu funkcji

131. Warunek statosci funkcji

132. Warunek monotonicznos$ci funkcji

133. Dowéd pewnych nieréwnosci

134. Maksima i minima; warunki konieczne

135. Warunki dostateczne. Reguta pierwsza

136. Przyktady.

137. Reguta druga o o o
138. Wykorzystanie pochodnych wyzszych rzedow.

139. Znajdowanie warto$ci najwigkszych i najmniejszych
140. Zadania

§ 2. Funkcje wypukte i wklegste

141. Definicja funkcji wypuktej (wklgstej).

142. Najprostsze twierdzenia o funkcjach wypuktych
143. Warunki wypuktosci funkcji

144. Nierowno$¢ Jensena i jej zastosowania

145. Punkty przegigcia

§ 3. Konstrukcja wykreséw funkcji

146. Postawienie zagadnienia o
147. Schemat konstrukcji wykresu. Przyktady

148. Nieciagtosci nieskonczone, przedziat nieskoiczony. Asymptoty

149. Przyktady

§ 4. Obliczenie nieoznaczonosci

150. Wyrazenia nieoznaczone typu 0/0.
151. Wyrazenia nieoznaczone typu 00/00.
152. Inne typy nieoznaczonosci

§ 5. Przyblizone rozwiazywanie réwnan

153. Uwagi wstgpne. o . . . o .
154. Reguta czgéci proporcjonalnych (metoda siecznej)
155. Reguta Newtona (metoda stycznej).

35 M. O. Fichtenholz

545

218

221
224

229
230

231

234
236
238
241

243

244
248
250
252
253

256
258
260
263
264

266
267
269
272

275
279
282

284
285
288



546

§ 1.

§ 2.

§ 3.

Spis rzeczy

156. Przyktady i ¢wiczenia
157. Metoda kombinowana
158. Przyktady i ¢wiczenia

Rozdziat V

FUNKCJE WIELU ZMIENNYCH

Pojgcia podstawowe

159. Zalezno$¢ funkcyjna miedzy zmiennymi. Przyktady

160. Funkcje dwoch zmiennych i obszary zmiennosci ich argumentdéw.
161. Arytmetyczna przestrzen n-wymiarowa

162. Przyktady obszaréw w przestrzeni n-wymiarowej

163. Ogdblna definicja obszaru otwartego i obszaru domknietego

164. Funkcje n zmiennych

165. Granica funkcji wielu zmiennych

166. Zwiazek z teoria ciagow.

167. Przyktady

168. Granice iterowane

Funkcje ciagle

169. Ciagto$¢ i nieciagtosci funkcji wielu zmiennych

170. Dziatania na funkcjach ciagtych

171. Funkcje ciagte w obszarze. Twierdzenie Bolzano-Cauchy'ego
172. Lemat Bolzano-Weierstrassa

173. Twierdzenie Weierstrassa

174. Ciagto$¢ jednostajna

175. Lemat Borela

176. Nowe dowody podstawowych twierdzen

Pochodne i rdézniczki funkcji wielu zmiennych

177. Pochodne czastkowe i rézniczki czastkowe

178. Przyrost zupetny funkcji

179. Rézniczka zupetna

180. Interpretacja geometryczna w przypadku funkcji dwéch zmiennych
181. Pochodne funkcji ztozonych

182. Przyktady

183. Wz6r Lagrange'a

184. Pochodna kierunkowa

185. Niezmienniczo$é wzoru na pierwszg rézniczke
186. Zastosowanie rézniczki zupeinej do rachunkdéw przyblizonych
187. Funkcje jednorodne

188. Wz6r Eulera

. Pochodne i rézniczki wyzszych rzgdéw

189. Pochodne wyzszych rzgddw.
190. Twierdzenia o pochodnych mieszanych
191. Uogdblnienie

289
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192. Pochodne wyzszych rzedéw funkcji ztozone;j
193. Rézniczki wyzszych rzedow.

194. Rézniczki funkcji ztozonych

195. Wz6r Taylora

. Ekstrema, warto$ci najwigksze i najmniejsze

196. Ekstrema funkcji wielu zmiennych. Warunki konieczne
197. Warunki dostateczne (przypadek funkcji dwu zmiennych)
198. Warunki dostateczne (przypadek ogdlny)

199. Warunki nieistnienia ekstreméw. P
200. Najwigksze i najmniejsze warto$ci funkcji. Przyktady.
201. Zadania

Rozdziat VI

WYZNACZNIKI FUNKCYJNE I ICH ZASTOSOWANIA

. Wrlasnoéci formalne wyznacznikéw funkcyjnych

202. Definicja wyznacznikéw funkcyjnych (jakobiandéw).
203. Mnozenie jakobiandow. S o
204. Mnozenie macierzy funkcyjnych (macierzy Jacobiego).

. Funkcje uwiktane

205. Pojecie funkcji uwiktanej jednej zmiennej
206. Istnienie funkcji uwiktanej

207. Roézniczkowalno$¢ funkcji uwiktanej

208. Funkcje uwiktane wielu zmiennych

209. Obliczanie pochodnych funkcji uwiktanych
210. Przyktady

. Niektére zastosowania teorii funkcji uwiktanych

211. Ekstrema warunkowe. . . -

212. Metoda czynnikéw nieoznaczonych Lagrange'a .
213. Warunki dostateczne istnienia ekstremum warunkowego.
214. Przyktady i zadania

215. Pojecie niezaleznosci funkcji

216. Rzad macierzy Jacobiego

. Zamiana zmiennych

217. Funkcje jednej zmiennej

218. Przyktady S S S
219. Funkcje wielu zmiennych. Zamiana zmiennych niezaleznych
220. Metoda obliczania rézniczek

221. Przypadek ogdlny zamiany zmiennych

222. Przyktady.
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Rozdziat VII

ZASTOSOWANIA RACHUNKU ROZNICZKOWEGO DO GEOMETRII

§ 1. Przedstawienie analityczne krzywych i powierzchni

223. Krzywa na ptaszczyznie we wspoirzednych prostokatnych 448
224. Przyktady. 450
225. Krzywe pochodzenia mechanicznego, 453
226. Krzywe na ptaszczyznie we wspotrzednych biegunowych 456
227. Powierzchnie i krzywe w przestrzeni 460
228. Przedstawienie parametryczne 461
229. Przyktady 463

§ 2. Prosta styczna i plaszczyzna styczna

230. Styczna do krzywej ptaskiej we wspdirzednych prostokatnych 466
231. Przyktady 468
232. Styczna we wspoétrzednych biegunowych 470
233. Przyktady. 471
234. Styczna do krzywej przestrzennej. Plaszczyzna styczna do powierzchni 472
235. Przyktady. 476
236. Punkty osobliwe krzywej ptaskiej 477
237. Przypadek parametrycznego przedstawienia krzywej 482

§ 3. Stycznos$¢ krzywych

238. Obwiednia rodziny krzywych 483
239. Przyktady 486
240. Punkty charakterystyczne 490
241. Rzad styczno$ci dwéch krzywych 491
242. Przypadek, gdy jedna z krzywych jest dana réwnaniem uwiktanym 493
243. Krzywa §cisle styczna 494
244. Inne podej$cie do krzywych S$ci§le stycznych 496

S 4. Dlugo$é¢ krzywe]| plaskiej

245. Lematy. 497
246. Zwrot na krzywej 498
247. Dtugosdé krzywej. Addytywnos$é diugosci tuku 499
248. Warunki dostateczne prostowalnos$ci. Rézniczka tuku 501
249. Luk jako parametr. Zwrot dodatni stycznej 504

§ 5. Krzywizna krzywej ptaskiej

250. Pojecie krzywizny. 506
251. Koto krzywiznowe i promien krzywizny. 509
252. Przyktady. 511
253. Wspo6trzedne $rodka krzywizny. 515
254. Definicja ewoluty i ewolwenty, znajdowanie ewoluty. 516
255. Wtasno$ci ewolut i ewolwent 519

256. Znajdowanie ewolwenty. 521
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Uzupetnienie

ZAGADNIENIE PRZEDLUZANIA FUNKCIJI

Przypadek funkcji jednej zmiennej o .
Postawienie zagadnienia w przypadku dwoéch zmiennych
Twierdzenia pomocnicze . . )

Podstawowe twierdzenie o przedtuzaniu

Uogdlnienie

Uwagi konicowe.
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